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Sammanfattning Ma3c

Polynom, rationella uttryck, gransvarde
Polynom

Ett polynom dr en summa av variabeltermer och en
konstantterm dar exponenten av variabeltermerna
ar ett positivt heltal.

Exempel: 2x3 — 3x + 4 &r ett polynom av grad 3.
Exempel: —7 ar ett polynom av grad 0.

2

1
Exempel: % — 3x och 3x2z — x“ &ringa polynom.

f(x) = x* — 3x + 5 ar en polynomfunktion av 4:e

graden. Vardet av polynomet for x = —2 ges av
f(=2)=(-2)*-3(-2)+5=27

f) =apx™+ ap_1x" 1+ 4+ ayx + ag
(dér n ar ett positivt heltal och ag, a4, ..., a, arreella
tal) 4r en polynomfunktion av grad n.

Nagra regler vid rakning med polynom
(a+b)(c+d)=ac+ad+ bc+ bd

Kvadreringsregler
(a+ b)? = a? + 2ab + b?
(a — b)? = a? — 2ab + b?

Konjugatregeln
(a+b)(a—b) =a?—b?

Faktorisering av polynom

Om p(x) ar en polynomfunktion och p(a) = 0 sa ar
x = a ett nollstélle till polynomet.

F6lj stegen nedan vid faktorisering av Polynom

1. Bryt ut storsta mojliga faktor
2. Anvand konjugatregler/kvadreringsregeln
3. Nollstdllen

Exempel: Faktorisera 3x* — 27x?
3x* —27x% = 3x%(x?> —9) = 3x%(x + 3)(x — 3)

For polynom galler att om vi vet deras nollstéllen sa
kan vi faktorisera polynomen.

Exempel: For 3:e gradsfunktionen f(x) galler att
f2)=fD=f2)=0.

D34 vet vi att

fx)=alx+2)(x + 1)(x — 2) dar a ar ett reellt tal
#0. For att bestamma a behdver vi mera
information. Om vi t.ex. vet att f(0) = 2 sa farvi

2=a(0+2)(0+1)(0—2)=—4a=>a=—%
Vi far dd att f(x) = =2 (x + 2)(x + D (x — 2)

Exempel: Bestdam 3:e gradsfunktionen f(x) med
hjalp av grafen nedan

Vi kan fran grafen avlasa nollstallena till f(x):

x; = —2,%, = 1 och x3 = 3 och vi far da att

f(x) =alx+ 2)(x — 1)(x — 3). Dessutom ser vi att
f(0) = —1 vilket ger atta = —% (visa det!). Vi far da

att f(x) = —%(x +2)(x = D(x-3)

Allmant galler for n:te grads polynomfunktioner:

e De har maximalt n nollstallen

e Om n &r udda sa har polynomet minst ett
nollstalle

e Om n ar jamn sa kan polynomet sakna
nollstallen

flz)=a2" — 22" — 2% + 227 — 0,2

Ett 5:e grads polynom med 5 nollstallen. Hur kan
man dndra den konstanta termen s3 att
polynomet har 1, 2, 3 eller 4 nollstallen?
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Sammanfattning Ma3c

Ett 4:e grads polynom med 4 nollstallen. Hur kan
man andra den konstanta termen sa att polynomet
far 0, 1, 2 eller 3 nollstéllen?

Polynomekvationer

Om p(x) &r en polynomfunktion av grad n sa ar
p(x) = 0 en polynomekvation av grad n.

2:a grads ekvationen x? = a dira > 0 har

l6sningen x = ++a (kvadratrotmetoden)

2:a grads ekvationen x2 + px + g = 0 har I6sningen

w==32 (@) -

Nollproduktsregeln ar anviandbar:

( p-q-formeln)

Oma-b = 0saéarantingena = 0eller b = 0 (eller
sa ar bada noll).

Exempel: LOs ekvationen
—S5x-3)x+4H)x+7)=0

Nollproduktsregeln ger direkt att
x—3=0ellerx+4=0ellerx+7=0
Vi far dd 16sningarna x; = —7,x, = —4 och x3 =3

Exempel: Los ekvationen —3x3 + 12x = 0

Vi faktoriserar uttrycket och sedan anvander
nollproduktsmetoden:

—3x(x2 —4) = 0 och vi far att

x; = 0 eller x? — 4 = 0 vilket med
kvadratrotmetoden ger att x, = —2 ochx; = 2
Vi har lésningarnax; =0, x, = —2ochx; =2

Exempel: L6s ekvationen x* — 6x2 +8 =0

Vi ldser den med substitution. Vi sattet x? = t och

far (dax* =t?)attt> —6t+8 =0

P-g-formeln ger att t; = 2 och t, = 4. Vi far da att
2 = 2 eller x? = 4, vilket ger l6sningarna

x; = —V2, x, =2, x3=—2 ochx, =2

Vi kan i allmanhet |16sa ekvationer antingen grafiskt
eller med hjalp av symbolhanterande verktyg som
exempelvis GeoGebra.

Rationella uttryck
Ett rationelit uttryck ar en kvot mellan tva polynom

p(x)
q(x)

som exempelws eIIer mera allmant ——=

Observera att ett rationellt uttryck inte ar definierat
for de x-varden for vilka namnaren blir noll.

ar inte definierat for x = 2

Exempel

Ip()
q(x)

q(x) = 0, dvs nollstallena till g(x).

Exempe ar inte definierat for alla x for vilka

Hur forenklar man rationella uttryck?

1) Addera/subtrahera och/eller

multiplicera/dividera s3 att du far allt i ett
()
K P&
q(x)
2) Faktorisera nu téljaren och ndmnaren var fér sig

gemensamt bra

(enligt anvisningar om faktorisering av Polynom
ovan)

3) Det ar forst nu som du kan férkorta de
gemensamma faktorerna for tdljaren och
namnaren. Forkorta INTE innan du faktoriserat!

3x%2—-6x _ 3x(x-2) 3x

Exempel: 10 562 "~ 5
—6x+9 —3)2 -3
Exempel: —— B ) S
7x-21  7(x—3) 7
1 2 X 1 x-1
Exempel: — — == — = — == x=1_
1 X x-1 x x x-1
2x x—1 2x—(x-1)  x+1

Txx—1 x(x—-1)  x(x-1)  x(x-1)

5x=15 x%—4 _ (5x-15)-(x*-4) _

Exempel: x+2 5x (x+2)-5x
5(x—3)(x+2)(x—2) (x—3)(x—2)
S5x(x + 2) x
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Sammanfattning Ma3c

Eftersom ett rationellt uttryck inte ar definierat for
de x-varden for vilka namnaren blir noll sa betyder
det exempelvis att

-1 (x+Dx-1) x-1

_ _ & )
3x + 3 3(x + 1) 3 orxF

2
. " . e . X2-1 . .
Dvs likheten galler inte for x = —1 da ;Cx? inte ar
- R . . -1
definierat for det x-vardet. Notera ocksa att xT ar

daremot definierat for x = —1.

Ekvationer med rationella uttryck

En rationell ekvation ar en ekvation som innehaller
rationella uttryck

3+x x 5—x

3x +15_ 5x

Observera att nar du |0ser en ekvation med
rationella uttryck sa kan du fa falska rotter
(otillatna rétter). Ett rationellt uttryck ar ju inte
definierat for de x-varden for vilka namnaren blir
noll. Sa ndr du I6ser ekvationen kolla alltid att
namnaren inte blir noll for dessa x-varden. Blir
namnaren noll fér nagon av dina l6sningar sa ar
den en falsk rot (otillaten rot).

For ekvationen ovan ser vi att x # 0. Vi far efter
multiplikation med MGN = 15x i bada leden

5(3 + x) + x? = 3(5 — x) och efter férenkling
x? 4+ 8x = 0. Vi faktoriserar och far

x(x + 8) = 0 med Iésningarna
x; =—8 ochx, =0

Men x # 0 sa x, ar inte tilldten.

Ekvationen har enbart 16sningen x = —8

Funktioner

En funktion y = f(x) ar en regel som till varje
tilldtet x-varde tilldelar exakt ett y-varde. De tilldtna
x-vardena utgor funktionens definitionsmangd och
de tilldelade y-vardena utgor funktionens
vardemangd.

6

y = f(x) ar en kontinuerlig funktion dvs

sammanhangande for alla tillatna varden pa x. Alla
polynom &r kontinuerliga funktioner.

y = g(x) ar en diskontinuerlig funktion. Den &r
definierad for alla x men den ar inte
sammanhangande. Observera ocksa att g(2) = —2

B B
y = f(x) ar en diskret funktion som ar definierat
for vissa bestamda och atskilda varden pa x

=10

x2+45 . . .
y=nh(x) = —— aren rationell funktion vars
definitionsmangd ar alla x # 2, eftersom ndmnaren

blir noll nér x = 2. Funktionens vardemangd ar
y < —2 ochy >10.
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Sammanfattning Ma3c

Exempel: | ett snabbkop kr 207,

kostar ett dpple 5 kr. 3| f(z)=5z *
Kostnaden y kr vid inkép 0 N

av x st apple dren 1 *

diskret funktion ° *

y = f(x) = 5x dar ot k
definitionsmangden ar 2 : 'F® antaldpple
de naturliga talen

(0,1, 2...) och vardemangden (0, 5, 10 ...)

Absolutbelopp

Absolutbeloppet av ett reellt tal a betecknas
|a| och definieras

la| =aoma =0
la| = —aoma<0
Exempel: |3| = 3 och|-3]| = —(-3) =3

Om vi anvander tallinjen kan vi tolka
absolutbeloppet av ett tal a som avstandet (som ar

ett positivt tal) av talet fran origo:
|-3| =3 13| =3

»d »
L] >

xr<—6 r > =2
-8 -7 ;6 -5 -4 -3 ?2 -1 0 1
Exempel: Med Y
hjalp av ’
Jalp Fa) = |z —2|

absolutbelopp
kan vi definiera !

~l%

funktioner somi =z T2 3 1 5 s

figuren bredvid. 1
Funktionen ar kontinuerlig fér alla x.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Pa samma satt sa kan vi tolka:
a) |6 — 2| = |4| = 4 som avstdndet mellan 6 och 2:

6—2| =4
0 1 H 3 4 5 s 7
b)|-5+2|=|-5—-(-2)] =|-3| =3 som
avstandet mellan —5 och —2:
=5 = (=2)] = |-5+2| =
-6 % -4 -3 s -1 0

c) |a — b| som avstandet mellan a och b.
Exempel: |-7|—|-3—-6]|=7—-9=-2

Exempel: Los ekvationen |x + 4| = 2.

Vi skriver om ekvationen: |x + 4| = |x — (—4)| = 2
Vi soker alltsa alla x vars avstand fran —4 ar > 2. Vi
kan markera l6sningarna pa tallinjen:

Gransvarde

lim f(x) = A utlases:
x—a

"gransvardet av f(x) ndr x narmar sig a ar A” eller
"limes av f(x) nar x narmar sig a ar A” eller
”f(x) narmar sig A nar x gar mot a”.

Om f(x) ar definierad for x = a sa ar
lim f(x) = f(a). Men om den inte ar definierad for
x—a

x = a sa behover vi hitta metoder for att berdkna
gransvardet.

Exempel pa gransvarde

o ox243x  x(x+3)
lim = lim———==lim(x +3) =3
x-0 X x-0 x-0

x%+3x,

Vi ser har att inte adr definierat for x = 0. Men

efter forenklingen sa far vi uttrycket x + 3, som ar
definierat for x = 0. Gransvardet ar da lika med
uttryckets varde for x = 0.

lim in =0 forallaa ochallan >0
X—00 X

5 5
lim X2 _ imx7'(3_7):nm7(3_§)=§
T ) R )

OBSERVERA att ndr man i vanliga fall faktoriserar ett
polynom sa vill vi att faktorerna ocksa ska vara
polynom. Dvs vi vill inte ha faktorer som t.ex.

(x — iz) som inte ar polynom. Notera dock att det
X
ar 6nskvart att ha sadana faktorer nar vi ska

. . 3x-5 .
bestaimma lim 227 SOm ni kan se ovan.

X—00 &X—
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Sekant, tangent och derivata

Sekant och tangent

Yy

Sekant

(1. f(z1))

Ar=m10— 1

En sekant som gar igenom punkterna (xl,f(xl))

och (x2, f(x,)) pa kurvan y = f(x) har lutningen

sz_J’:J’Z—J’1=f(x2)—f(x1)
Ax x5 —xq Xy — X1

A
Kvoten é kallas andringskvot, differenskvot eller

den genomsnittliga fordandringshastigheten mellan
x1 och x,. Sekantens lutning anger kurvans
medellutning mellan x; och x,.

Exempel: En dag i februari 1991 matte en
vaderstation i Jokkmokk temperaturen y °C vid olika
tidpunkter x h under dygnet enligt tabellen nedan

X 6:00 9:00 12:00 15:00 18:00

y -13,5 | -13,0 -13,1 -19,0 -25,8

Den genomsnittliga férandringshastigheten av
temperaturen fran kl 12:00 till 18:00 ar

Ay —258-—(-13,1) 12,7
Ax  18—-12 6

-2,1

Fran kI 12:00 till kl 18:00 minskar temperaturen
med i genomsnitt 2,1 °C/h

Exempel: Bestdm sekantens lutning mellan

x; =—2ochx, =2

_ Ay _ fle)—f(x1) _ f)-f(=2) _ 5-13 _ 9

Ax Xp—X1 2—2 4

Geometrisk definition av derivatan

Nar vi later x,
narma sig x; sd
narmar sig B
punkten A, och
sekanten 6vergar
graduvis till
tangenten i
punkten A.

f'(x,) betecknar derivatan av funktionen y = f(x)
vid x = x4 och ar lika med vardet av tangentens
lutning k4 vid A, dvs f'(x;) = k4.
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Sammanfattning Ma3c

Eftersom derivatan ar lutningen av tangenten kan
den tolkas som kurvans lutning i punkten eller som
den momentana forandringshastigheten i punkten.

. Ay . .
Sekantens lutning k = é narmar sig tangentens

lutning k4 ndr x, ndrmar sig x4 dvs

f'(x) = w om x, ar valdigt ndra x;.
271

Exempel: Om f(x) = x2 + 3 s& kan vi uppskatta

f(1L,01) - f(1)  (L01)2+3—-(12+3) 10,0201
1,001—-1 0,01 ~ 0,01

= =2,01

Exempel: Derivatans varde i nagra punkter pa
kurvany = f(x)

Derivatan d@rnoll i Boch D (kg = kp = 0)
Derivatan ar positivi C (k. > 0)
Derivatan ar negativi A och E (k, och k; < 0)

A
y = f(x)

C

Exempel: | figuren nedan ser du grafen till
funktionen y = f(x) samt en tangent vid punkten
(2,5). Bestdam med hjalp av figuren

a) Tangentens ekvation b) f'(2)

Y
14 y = f(z)

a) Tangenten gar genom punkterna (0,1) och (2,5)
och vi bestimmer dess ekvation pa formen

y = kx + m. Dess lutning ges av
Ay 5—

1 - ee _
k—E—ﬁ—4ochwfaratty—4x+1.

b) f'(2) = 4 = tangentens lutning vid (2,5)

\. B / £
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Algebraisk definition av derivatan

Det ar nu lampligt att andra beteckning fran x; och
X, till a respektive a + h enligt figuren nedan.

Sekantens lutning (andringskvoten) ges da av
k = Ay — f )= f(x1) — fla+h)—-f(a)

Ax X2—X1 h

fla+h)

a a—+h

Nar h — 0 sa narmar sig punkten B punkten A och
sekanten 6vergar gradvis till tangenten i punkten A
enligt figuren nedan

- a a-+h

Sekantens lutning ndrmar sig da tangentens lutning
och vi kan nu definiera derivatan i en punkt dar
X = a som ett gransvarde

fla+h) —f(a)
h

f'(a) = lim

Vi maste anvanda gransvarde for att vi inte kan
satta h = 0 i andringskvoten: Vi far da

f(a%)_f@ = % vilket inte gar att definiera.

Exempel: L3t f(x) = x? och bestam

a) f'(2) med derivatans definition.

b) tangentens ekvation i punkten dar x = 2.
c) f'(a) med derivatans definition.

, . f@+m)—-f2) . @2+h?-27
a) f1(2) = lim h = Jim h
 4+4h+h?—4
= lim
h—-0 h
. 4h + h? _ h(4+h)
= lim = lim
h—0 h h—-0 h

= }lirré(4 +h)=4
Dvs f'(2) =4

b) Tangentens lutning k &r lika med derivatans
varde i punkten dérx = 2 dvsk = f'(2) = 4.
Vifardd atty = 4x + m.

For att fa m-vardet behdéver vi en punkt pa
tangenten. Men tangenten och kurvan

y = f(x) = x? har en gemensam punkt
A=(2,f(2)=(22%)=(24).

Dvsndrx = 2sdary = 4.

Detta ger en ekvation fér m:
4=4-2+m=>m=-4

Tangentens ekvation blir da y = 2x — 4 (se figur)

\

6 -5 -4 -3 -2 1 2 3 4 5 8 7 8

, _ fl@+h)—f(@ . (a+h)?-a®
0@ =y T =
_a’+2ah + h? — a?
= lim
h—-0 h
_ 2ah+ h? ~ h(Q2a+h)
= lim = lim
h—-0 h h—-0 h

= }11_r)r(1)(2a +h) =2a

Dvs om f(x) = x2s& ar f'(a) = 2a

Observera att det ar forst i sista raden, efter
forenkling med h, som vi far ett utryck (2a + h)
som dr definierat for h = 0.
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Central differenskvot och numerisk

derivering

fla+ h) [ €ommmmonen et

#(a)

Ay = fla+h)— f(a—h)

fla—h)

F(1+0,01) — f(1—0,01)
0,02
_ —3,070297 — (~2,930303)

0,02
=-6,9997 =~ —7,00

b) f'(1) =

Det exakta vardet av f'(1) = —7 (det kan vi fa
genom att anvanda derivatans definition). Vi ser
ovan att den centrala differenskvoten ger ett battre
narmevarde pa derivatan dn hoger differenskvot.

NS
// a—h a a+h

| figuren ovan ar den svarta linjen tangenten vid
punkten A och den roda linjen sekanten fran A till B
vars lutning ger den differenskvot (den kallas for
hoger differenskvot) vi anvant hittills

fla+h)—f(a)
h

Den grona linjen ar sekanten fran C till B vars lutning
definierar den centrala differenskvoten

Ay fla+h)—f(a—h)
Ax 2h

Notera, fran figuren ovan, att fér samma varde pa h
ger den centrala differenskvoten ett battre virde
pa tangentens lutning an den rdda linjens
differenskvot. Darfér anvands den centrala
differenskvoten vid numerisk derivering bl.a. i vara
raknare. For sma varden pa h ar da

. fla+h)=fla=h)
f'(@) ~ —

Exempel: L&t f(x) = 2x* — 5x3 och
h = 0,01. Uppskatta f'(1) med hjalp av

a) hoger differenskvoten w

b) centrala differenskvoten flath)—f(a—h)

f(1+0,01) —f(1) —3,070297 — (-3)
0,01 B 0,01
= —7,0297 ~ —7,03

a) f'(1) =

Det gar att berdkna ett numeriskt varde pa
derivatan med hjalp av ett digitalt verktyg som
exempelvis med GeoGebra i figuren nedan

Q f()():2x475x3 N

f(1)

- -7
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Fran derivatan i en punkt f’(a) till derivatan

som en funktion y = f'(x)

For funktionen y = f(x) i figuren nedan géller att
derivatan for x = 3 &r lika med 4. Dvs f'(3) = 4. Vi
definierar nu en punkt med koordinaterna
(3,f'(3)) = (3,4) enligt figuren nedan.

[ ]
(3, £(3)) = (3,4)

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
-2
-4

Men fér varje varde pa x har derivatan f'(x) precis
ett varde. Sa nar vi ritar punkterna (x, f'(x)) for
alla varden pa x (se figuren nedan) far vi en

X,

funktion av x som vi kallar fér derivatan y = f'(x)
av funktionen y = f(x) med avseende pa x.

(3, £1(3)) = (3,4)

| figuren bredvid ser
du funktionen

y = f(x) samt dess
derivatay = f'(x).
Bestdm med hjalp
av figuren
tangentens ekvation

i den markerade

-1 punkten A.

Tangentens ekvation ges avy = kx + m dar
k = f'(4) = 3 (efter avlasning fran figur).

10

VI far da att y = 3x + m. For att bestdmma m
behover vi en punkt pa tangenten. Avldsning ger att
A=(4,"7)dvsndrx =4sd3ary=7:

7 = 3 -4 4+ mvilket ger att m = —5 och tangentens
ekvation y = 3x — 5.

Exempel:
Bestdam med hjalp av derivatans definition f'(x) om

a) f(x) =C,darC arett reellt tal.

b) f(x) =x°

, o SOt —f) . Cc—C .. 0 _
) f(x)_}ff& h =lim= = limy =0

Dvs, derivatan av en konstant funktion ar noll. Vi
ser detta geometriskt da en konstant funktion har
lutningen noll for alla x.

—f(x x+h)3—x3
b) fl(x) = lim f(x+h)—f(x) — llm( +h) —

h—0 h h—0 h
. (+h)?(x+h)—+3 . (P42xh+h®) (x+h) -3
lim = lim =
h—0 h h—0 h
. (3+3x%h+3xh®+h3 )—x3 . 3x%h+3xh®+h3
lim =lim———— =
h—0 h h-0 h
. h(3x*+3xh+h?) .
lim—————— =1im(3x? + 3xh + h%) = 3x?
h—0 h—0

Dvs om f(x) = x3,s& &r f'(x) = 3x?

Vi ser fran exempel b) ovan att det &r ganska
komplicerat att bestamma derivatan av en funktion.
Det vore 6nskvart om man kunde hitta monster eller
regler sa att det blev enklare att derivera visa typer
av funktioner. Lyckligtvis sa gar det att hitta sddana
deriveringsregler.
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Deriveringsregler

Man kan med hjalp av derivatans definition visa
foljande fyra regler (regel 2 &r svarast att visa):

1) Om f(x) = C, dar C ar ett reellt tal, sa ar
f'(x) =0.

Vi har visat detta i Exemplet ovan.

2) Om f(x) ar en potensfunktion, dvs
f(x) = x™, dar n ar ett godtyckligt reellt tal,
sdarf'(x) = nx" !

3) Omf(x) =A-g(x),dar A ar ett reellt tal
och g(x) en godtycklig funktion, sa &r
ffx)=4-g9'(%)

4) Om f(x) = g(x) + h(x), dar g(x) och h(x)
ar godtyckliga funktioner, sa ar

f') =g (x) +h'(x)

Vi sammanfattar dessa regler i en tabell:

f() f'()
C 0
x™ nx" !
A-g(x) A-g'(x)
g +h(x) | g'()+Rh(x)

Exempel: Bestam med hjalp av deriveringsreglerna
derivatan av féljande funktioner:

a) f(x)=10 d) f(x)=5x3
) Foow |PIW=E

f) f(x)=—2x4+x?+5
a) f'(x)=

b) f(X)=x=x'=>f(x)=1x1"1=1x"=1
(d&d x° = 1).

c) f'(x)=3x3"1=3x2
(1 férra Exemplet visade vi att f'(x) = 3x?
med hjalp av derivatans definition).

11

d) f'(x) =5-3x% = 15x?
(Vi har anvéant deriveringsregel 2 och 3)

o) f)=%=1.x2
fl=g2x=5=

T — 3, 3x% _ 3, .2
f) f'(x)=-8x == —8x° +x
Vi har har anvant alla deriveringsregler.

Man kan anvanda ett digitalt verktyg som
GeoGebra for att bestdmma derivatan:

3
@ f(x)=—2x4+x§+5

+ f'(x)

— —8x 4 x

Exempel: Bestdim med hjalp av deriveringsreglerna
derivatan av féljande funktioner

a) f(x)=kx+m ) f(x) =+x+xvx

a) f'x)=k
Dvs, derivatan av en rat linje ar lika med dess
riktningskoeficient k. Den rata linjens lutning
(= derivatan) ar ju lika med k for alla x.

b) Vi maste forst omvandla till potensform:
4 -
fO) =5 =4x72
8
— e (— -2-1 _ __ -3 — _
f'(x)=4-(-2)x =—-8x° = e

c) Vimaste forst skriva om de tva termerna i
potensform:

F(x) = Vx + xvx = x1/? + xx1/?
— x1/2 4 4372
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Exempel: L3t f(x) = x? — x + 2 och bestam
tangentens ekvation vid punkten dar x = 2.
Tangentens ekvation ges av y = kx + m. Eftersom
derivatan av f(x) vid x = 2 dr lika med tangentens
lutning vid punkten, sa ark = f'(2).

f'(x) =2x —1och f'(2) = 3. Vifar da att
y=3x+m

For att bestamma m behover vi en punkt pa linjen.
Tangenten och kurvan y = f(x) har en gemensam
punkt (2, £(2)) = (2,22 — 2 4+ 2) = (2,4). Dvs, nar
x = 2sdary = 4. Vifar da en ekvation for m:

4=3-2+m = m=-2ochy=3x-—2.
Figuren nedan visar hur det ser ut grafiskt.

(2,£(2)

Notera skillnaden mellan tangentens ekvation och
kurvany = f'(x) = 2x — 1, som ocksa &r en rat
linje. Tangenten andras med tangeringspunkten,
men f'(x) andras inte.

-------------------------------

(210,

12

Derivatan av exponentialfunktioner
f(x)=C-a*

Vi har hittills tagit fram deriveringsregler for

polynom- och potensfunktioner. Vi vill nu hitta

deriveringsregler for exponentialfunktioner.

Vilater f(x) = a* dara > 0, och anvénder
derivatans definition

= m—

— x+h _ x
i) = O I@ 7

h h
: ah-1 . al-1
= lima* - —— = a* - lim
h—0 h h-»0 h

Vi kan inte som med polynom- och
potensfunktioner utveckla taljaren, forkorta med h
och sedan ta gransvardet genom att satta h = 0. Vi
fortsatter istéllet i tre steg.

h
s -1, .
Steg 1: Genom att undersoka ’lllrr(l) 4= - for olika a,
-

kan man komma fram till att det finns en bas
h_
e = 2,718 for vilken }lirr(l)eh—1 = 1. Detta betyder att

om f(x) = e*saar
fr) =f(x) =e"

Dvs derivatan ar samma som funktionen. e ar ett
irrationellt tal (precis som 1) och kan bestammas
med hogre noggrannhet med hjalp av formeln

1
e = lim(h + 1)k ~ 2,718281828459

Steg 2: Om f(x) = ek*¥, dar k ar ett reellt tal, kan
man med hjalp av derivatans definition visa att

f'(x) = kek*

Steg 3: Vi introducerar den naturliga logaritmen
y=e* ©x=Iny

Varje positivt tal a kan darmed skrivas med basen e:
a=e

Vi kan nu derivera f(x) = a* genom att forst skriva
om den med basen e:
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f(x)=a* = (elna)x — g¥lna

f'(x) =e*M%.lna=a*-Ina

Samma logaritmlagar galler som for tiologaritmen:
In(A-B) =InA+1InB

1 A—lA InB
n(E)—n —In

Inx? =p-lnx

Vi kan nu sammanfatta deriveringsreglerna:

f(x) £
C 0
x™ nx"1
e* e*
el kekx
a* a* Inx
A g(x) A g'(x)
g +h() | g'(x)+ R ()

Exempel: Derivera foljande funktioner

a) f(x) =e3* d f(x)=4-e 2% +x?

b) f(X)=7-e"*% ) f(x)=

1
302x+x—e2

c) f(x) =2-5*%

a) f'(x) =3-e%*
(4:e deriveringsregel)

b) f'(x) =7-(-2,3)" e 3% = _16,1- 723X
(4:e och 6:e deriveringsregel)

¢) f'(x)=2:5*-In5=1In(5%) 5% = In(25) - 5¥
(5:e och 6:e regel, samt 3:e logaritmlagen)

d) f'(x) = —8e™2* + 2x
(2:a, 4:e, 6:e och 7:e deriveringsregel)

e) f(x) =e 0% 4 x —e?
f'(x)=-02-e7%2%* + 1 (e?&ren konstant)
(1:a, 2:a, 4:e, 6:e och 7:e deriveringsregel)
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Nar vi behover derivera en exponentiell modell ar
det lampligt att ha den pa formen:
f(x) = C- e istallet for f(x) = C - a*

Exempel: Vi har fran bérjan 2250 bakterier i en skal.
Vi héller i ett bakteriedddande medel i skalen och
efter 10,0 minuter aterstar 977 bakterier.

a) Bestdm en exponentiell modell N(t), dar N ar
antalet bakterier efter t minuter.

b) Efter hur lang tid ar det 50 bakterier kvar i
skalen?

c) Bestam N'(10) och tolka resultatet.

d) Vid vilken tidpunkt minskar antalet bakterier
momentant med 15 st per minut?

e) Med hur manga procent minskar antalet
bakterier per minut?

a) N(t) =C-ekt
N(0) = 2250 ger att C = 2250 och
N(10,0) = 977 ger en ekvation for k:
977 = 2250 - e*10% (dela med 2250)

_2927570 = ef100 (logaritmera b&da leden)
In-2Z = Inek100 = k- 10,0lne = 10,0 - k
2250
1, 977

= —In——~ —0,08342
10,0 2250

Vi far att N(t) = 2250 - ¢ ~0.08342¢

b) Vibehover |6sa ekvationen
50 = 2250 - ¢~ 008342t (dela med 2250)
50 _ ,-008342:¢

(logaritmera)

225%

In—> = —0,08342-t (I6sutt)
2250

t=——In—2 ~ 456

0,08342 2250

Efter ca 46 minuter ar det 50 bakterier kvar.

c) N'(t) = 2250 - (—0,08342)e 008342
N'(t) = —187,69 - ¢ ~008342:¢
N'(10) = —187,69 - 00834210  _g1 50

Efter 10 minuter minskar antalet bakterier med
ca 82 st per minut, momentant.
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d) Vi maste losa ekvationen N'(t) = —15
Fran c) far vi
—187,69 - e~ 0083421 = _15

Vifarattt = — L In 15

0,08342 187,69

~ 30,3

Efter ca 30 minuter minskar antalet bakterier
med 15 st per minut, momentant.

e) Vi maste skrivaom N(t) = C - e*t pa formen
N(t) = C - at for att f& férandringsfaktorn a:
C-at=C-ekt=C-(e")t,dvs
a=ek =¢7008342 £ 09200 = 10,0800

Antalet bakterier minskar med 8,0 % per minut,
dvs N(t) = 2250-0,9200¢.

14

Derivata och kurvritning

Extrempunkter, extremvarden och
terrasspunkter

Funktionen y = f(x) i figuren nedan, har

1. Tva lokala extrempunkter:
-> En lokal maximipunkt A = (—3,4) med
extremvardet (maxvardet) y = 4
-> En lokal minimipunkt B = (5, —2) med
extremvardet (minvardet) y = —2.

2. Enterrasspunkt C = (1,1)

| dessa tre punkter &r derivatan noll dvs f'(x) = 0,
vilket ar markerat med de grona linjerna i figuren.

y y = f(x)

A=(3,4)

-4

Vaxande och avtagande

En funktion f(x) ar strangt vdxande i intervallet
a < x < b om foralla x; och x, som ligger i
intervallet dar x, > x; galler att f(x;) > f(x1).

Om f(x,) = f(x,) sa ar funktionen vaxande.

y

H +
a b

Om f'(x) > 0 for alla x i intervallet (som i figuren
ovan), sa ar f(x) strangt vaxande i intervallet. Det
omvanda giller dock inte (se exempel langre ner).
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En funktion f(x) &r strangt avtagande i intervallet
a < x < b om for alla x; och x, som ligger i
intervallet dar x, > x; galler att f(x;) < f(x1).

Om f(x3) < f(x;) sa ar funktionen avtagande.

y =f(z)

O e —————-—

Om f'(x) < 0 for alla x i intervallet (som i figuren
ovan), sa ar f(x) strangt avtagande i intervallet. Det
omvanda géller dock inte.

Exempel: Funktionen f(x) i figuren nedan ar
vaxande iintervallet 1 < x < 11. Men den dr inte
strangt vaxande p.g.a. platan for 3 < x < 6, dar
derivatan ar noll.

Funktionen g(x) ar strangt véxande i intervallet
1 < x < 11, trots att funktionen har tre punkter i
intervallet dar derivatan &r noll. Dvs:

Om f(x) &r strangt vixande # f'(x) > 0. Men

omf'(x) >0 = att f(x) ar strangt vaxande.

81y

o A=(1,-3)

15

Vi kan nu genom att undersdka derivatans
nollstdllen samt teckenvaxlingen runt dem

bestamma en funktions extrempunkter och
terrasspunkter. Vi kan ocksa bestamma
extrempunkternas karaktar, dvs om de ar maximi-
eller minimipunkter:

Lokal maximipunkt | Lokal minimipunkt
') + 0 - — 0 +
f(x) 7 \ N 7
Terrass Terrass
f'(x) + 0 + | - 0 -
f(x) 7 21N \

Exempel: Nedas ser du en graf av funktionen f(x)

och dess derivata f'(x), samt ett teckenstudium.

X -3 1 5
fftoy|+ 0 - 0 - 0 +
f(x) max min

7 y =4 N terrass N y=-2 7
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Bestdmma extrempunkter, extremvarden
och terrasspunkter med derivata

Exempel: Bestam eventuella extrempunkter,
extremvarden och/eller terrasspunkter for
funktionen f(x) = x3 + 6x? + 9x + 2.
Skissa ocksa grafen till y = f(x).

Steg 1: Vi bestimmer f'(x)
fl(x) =3x*+12x+9

Steg 2: Vi bestimmer nollstéllena till f'(x), dvs
I6ser ekvationen f'(x) = 0. Det &r dar
extrempunkter och/eller terrasspunkter ligger.

3x2+12x+9=0
3(x2+4x+3)=0
x2+4x+3=0
x=-2++22-3=-2+1
x; =—3ochx, =-1

(bryter ut 3)
(nollproduktregeln)
(p-g-formel)

Dvs, vi har eventuella extrempunkter och/eller
terrasspunkter for x;, = =3 och x, = —1.

Steg 3: Vi bestammer karaktdaren med hjalp av ett
teckenstudium runt nollstillena.

X -3 -1
fleo) | + 0 — 0 +
f(x) max min
7 =2 N y=—2 2

Vi har testat for derivatans tecken i féljande punkter
fl(-4)=3-(—4)?+12-(-49)+9=9>0
f'(=2)=3-(-2)2+12-(-2)+9=-3<0
f(0)=3-(024+12:(0)+9=9>0

Steg 4: Vi kan nu bestimma extrempunkter
och/eller terrasspunkter samt eventuella
extremvarden.

En lokal maximipunkt vid (—3,2) med maxvardet
y=2.

En lokal minimipunkt vid (—1, —2) med minyvérdet
y=-2.

16

Steg 5: Vi kan nu skissa grafen till f(x) da vi vet
extrempunkternas/terrasspunkternas koordinater
samt skarningen med y-axeln £(0).

Y|

@

Skarningen med y-axeln:

o

y = f(x) f(0)=2
3.2) ’ Nollstdllena kan vi inte
240 2 bestdmma, men utifran
1 extrempunkterna och
44— X, skdrningen med y-axeln kan

i man fa en bra bild om var de
o kan ligga.

Exempel: | figuren nedan ser du grafen till derivatan
f'(x) av en funktion f(x). Bestdm med hjalp av
figuren for vilka varden pa x som funktionen f(x)
har extrempunkter och/eller terrasspunkter. Bestdm
ocksa karaktaren av eventuella extrempunkter.

41y

Steg 1: y = f'(x) visas i figuren.

Steg 2: Fran grafen kan vi bestamma nollstéllena till
derivatan. f'(x) = 0 férx; = —3 ochx, =2

Steg 3: Vi kan med hjalp av grafen for f'(x) gora ett
teckenstudium runt nollstéllena

X -3 2

flx) | — 0 + 0 -

f(x) |y min 2~ max \

Steg 4: | punkten dar x = —3 har funktionen f (x)
en minpunkt, och vid x = 2 har den en maxpunkt.
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Exempel: Visa att f(x) = —§x3 — 4x + 7 saknar

extrempunkter och terraspunkter.

Steg1: f'(x) = —x2 — 4

Steg 2: Vi sdker nollstillena till f'(x).

ffx)=0 = —x2—4=0eller

x2+4=0.

Men ekvationen saknar reella nollstallen, vilket
betyder att f(x) varken har extrempunkter eller
terrasspunkter. VSB

(Notera ocksd att f'(x) = —(x? + 4) < —4, dvs
f'(x) <O0férallax = f(x) ar strangt avtagande.)

Exempel: | figuren ser vi en funktion f(x), som har
en terrasspunkt fér x = 3, samt dess derivata f'(x).

Derivatan f'(x)
nuddar x-axeln,
vilket galler alltid
nar en funktion har
en terrasspunkt. Om
vivet att f(x) ar ett
polynom sa vet vi
att f'(x) haren
faktor —(x — 3)?,
for att f'(x) har en
dubbelrot vid x = 3.

Globala extrempunkter och extremvarden:
Storsta och minsta vardet i ett intervall

Funktionen f(x) i figuren nedan ar definierat i
intervalleta < x < b.

B y = f(z)

e N
a/ \-:-/b

A

Funktionen f(x) har tva lokala maximipunkter B och
D, och tva lokala minimipunkter A och C. Den har en
global maximipunkt B (y-koordinaten av B ger det
globala maximivardet) och en global minimipunkt
A (y-koordinaten av A ger det globala
minimivardet). Dvs, andpunkterna kan ingd i
extrempunkterna.

Exempel: Funktionen g(x) i figuren nedan ar
definierat i intervallet —6 < x < 4. Bestam fran
figuren eventuella globala extrempunkter och
globala extremvarden.

B=(-34)

y=g(x)

C=(2,-2)

Funktionen g(x) har tva lokala maximipunkter B
och D, men bara en lokal minimipunkt C, eftersom

punkten A = (—6,—5) inte ingar i definitions- och
vardemangden. Den har en global maximipunkt
B = (—3,4) men saknar global minimipunkt. Det

globala maximivardet ar 4 (= y-vardet av B).
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Exempel: En rektangular hage ska inhdgnas mot en
sj6 med en stangsel som dr 320 m lang. Hur stor kan
hagens maximala area bli om ingen stangsel behovs
mot sjon? Vilka matt har hagen da?

Detta ar en modellerings uppgift.

1) Vi 6versatter forst problemet till ett matematiskt
problem.

Vi infor variabler enligt figuren nedan sa att de tva
sidorna dr x m respektive y m langa. Arean av hagen
ir A m?. Notera nu att x,y och A ar bara tal.

)

Vi far da att
A=x-y

Vi behoéver uttrycka A som en funktion av en av
variablerna x eller y, s att vi kan maximera den. Vi
utnyttjar att stangseln dr 320 m lang:

2x+y =320 > y=320-2x
Vi far da A som funktion av x:
A(x) = x(320 — 2x) = 320x — 2x2

Innan vi kan maximera A(x) sa maste vi veta i vilket
intervall detta skall goras, dvs vi behover
definitionsmangden. x och y = 320 — 2x anger

langder som maste vara positiva:
x>0o0chy=320-2x>0 = x <160
Definitionsmangden ar alltsa 0 < x < 160.

Nu har vi 6versatt uppgiften till ett matematiskt
problem:

18

Bestam det maximala vardet av funktionen
A(x) = 320x — 2x?%iintervallet 0 < x < 160.

I) Vi I6ser nu det matematiska problemet.
Steg 1: A'(x) = 320 — 4x

Steg 2: Vi soker nollstallena till derivatan A'(x) = 0:
320—4x =0 =>x =80

Steg 3: Vi gor ett teckenstudium inom intervallets

granser for att hitta storsta vardet.

x |0 80 160
A'(x) + 0 -
AX) | o0 1;“;’50 N 0

(A’(10) = 280 > 0 och A'(100) = —80 < 0)

Steg 4: Vifaratt A4, = 12 800 for x = 80 och
y =320—-2x =160

Vi har nu I6st det matematiska problemet.

1) Vi atervéander till det utsprungliga problemet
och tolkar vart resultat.

Hagens maximala area ar 12 800 m? om kortsidorna
dr 80 m langa och langsidan ar 160 m lang.
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Exempel: Nar punkten P flyttas langs kurvan

y = f(x) = 3 — x?, i férsta kvadranten s3 dndras
den markerade rektangelns area. Bestam det storsta
vardet som denna area kan anta.

fla) = 3—a?

P

1) Vi 6versatter forst problemet till ett matematiskt
problem.

P = (x,f(x)) = (x,3 — x?). Om vi later x le vara
langden av rektangeln bas sa ar rektangelns hojd

(3 — x?) le. Rektangelns area A a.e. kan nu
uttryckas som en funktion av x:

AX) =x-(3—x%2) =3x—x3

Eftersom P ligger i forsta kvadranten sa ar

definitionsméngden: 0 < x < /3 (x # 0 eller 3 for
da har vi ingen rektangel). Vi har 6versatt problemet

19

x |0 1 V3~17
O O
A'(x) + 0 —
AX) | o~ m;X \ 0

till ett matematiskt problem: Vi ska maximera
A(x) = 3x — x3iintervallet 0 < x < /3.

Il) Vi I6ser nu det matematiska problemet.
Steg 1: A'(x) = 3 — 3x2 = 3(1 — x?)

Steg 2: Vi soker nollstillena till derivatan: A'(x) = 0
Vifaratt 1 — x2 = 0 som ger l6sningarna

x, = —lochx, = 1. Men x; = —1 ligger utanfor
definitionsmangden och ar ddrmed ointressant.

Steg 3: Vi sOker storsta vardet i intervallet med hjalp
av teckenstudium. Nar vi sker extrempunkterna av
en funktion i ett intervall ar det bra, férutom
nollstallena till derivatan, att dven ha med

intervallets grénser pa x-raden.

Derivatans tecken: A’'(0,5) > 0 och A"(1,5) < 0
Steg 4: Storsta vardetav A ar 2 forx = 1.

1) Vi atervander till det utsprungliga problemet
som har handlade om areor.

Den maximala arean av rektangeln ar 2 a.e.

Andra derivatan och grafens utseende

Derivatan f'(x) av funktionen y = f(x) kan &ven

betecknas med y/, g eller Df.

Vi kan derivera en funktion flera génger och darfor
kallas f'(x), 1:a derivatan av f(x). 2:a derivatan

n n de
betecknas f"(x) (y eIIerw).

Exempel: Bestdm 1:a och 2:a derivatan av
a)f(x) =x%?—4x+7.
b) g(x) = —x%? +4x—1

a)f'(x) =2x—4ochf"(x) =2
Vi ritar alla kurvorna i samma graf:

y

f(w)::.c2—4a:+7\

6

e

=

fl@)y=2x—+4
=3

RN

5 -4 -3 =2 =1 0

/2 3 4 5 5 7 8
-1
s

Om man ritar en tangent pa kurvan y = f(x) sa

ligger grafen ovanfor tangenten. Man sager da att
funktionen f(x) ar konvex. Fér en konvex funktion
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dkar lutningen (dvs f'(x)) nar x ékar. f'(x) &r
darmed vaxande vilket betyder att derivatan av
f'(x), dvs f'(x) = 0. Fér funtionen i vart exempel
ovan gallerdetatt f""(x) =2>0 = f'(x)ar
strangt vaxande.

Observera ocksa att om en kurva har en lokal
minimipunkt (som f(x) ovan) sa ar kurvan konvex
runt den punkten.

b)g'(x) = —2x+4ochg'(x)=-2

Vi ritar kurvorna i samma graf

glx) = —a* +4x —1

12\3\5575

0

)
Om man ritar en tangent pa kurvan y = g(x) sa
ligger grafen nedanfér tangenten. Man sager da att
funktionen g(x) ar konkav. For en konkav funktion
minskar lutningen (dvs g'(x)) nar x 6kar. g'(x) ar
darmed avtagande vilket betyder att derivatan av
g'(x), dvs g""(x) < 0. Fér funtionen i vart exempel
ovan gillerdetatt "' (x) = —2<0 = g'(x)ar
strangt avtagande.

Observera ocksa att om en kurva har en lokal
maximipunkt (som g(x) ovan) sa ar kurvan konkav
runt den punkten.

Eftersom f''(x) = 0 nar kurvan &r konvex och
f"(x) < 0 om kurvan &r konkav, sa foljer det att
f"(x) = 0iden punkt pa kurvan dar den andrar
fran konvex till konkav (eller tvdrtom). Den punkten
kallas for funktionens inflektionspunkt.

20

Exempel: Funktionen f(x) = %x3 —3x2+3x-3

har en inflektionspunkt.

a) Bestam inflektionspunktens koordinater.
b) Bestam det intervall dar funktionen ar konvex
respektive konkav.

a) f'(x) =%x2 —6x+3ochf"(x)=3x—6

Eftersom y = f(x) har en inflektionspunkt sa maste
f"(x) =0ipunkten:3x —6 = 0 dvs x = 2.
Inflektionspunktens koordinater ges av

(2f@)=(2-5)

b) Fran f"'(x) = 3x — 6 ser vi att
f"(x)>0forx > 2och f"(x) <0forx < 2.

Dvs f(x) ar konvex fér x > 0 och konkav for x < 2.
Figuren nedan visar grafen till f(x), f'(x) och f"(x)

3y

1
f(z) = 3 2 -32¥4+32—3
9

Notera att en terrasspunkt ar en inflektionspunkt.
Sdomy = f(x) har en terrasspunkt dér x = a, sa
galler det att f"'(a) = 0.
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Vi kan sammanfatta resultatet fran de tva exemplen
ovan i en tabell:

Om f(x) ar konvex i ett

intervall (exempelvis
= f"(x) =0

i intervallet

om funktionen har en
minimipunkt)

Om f(x) ar konkav i ett

intervall (exempelvis
= f"(x) <0

i intervallet

om funktionen har en
maximipunkt)

Om f(x) haren
inflektionspunkt

= f"(x) =0

(exempelvis om
i punkten

funktionen har en
terrasspunkt)

Eftersom i alla tre fall ovan kan f"'(x) = 0, sa foljer
det att om f"'(x) = 0 i en punkt s kan vi inte
avgora om det ar en inflektionspunkt, eller att
kurvan ar konvex eller konkav runt punkten.

Vi ska nu anvanda resultatet ovan for att bestamma
extrempunkterna med hjilp av f"'(x) istéllet fér
med teckenstudium:

Lat oss nu sdga att x = a ar ett nollstalle till f'(x),
dvs f'(a) = 0. Vid x = a kan da antingen finnas en
extrempunkt (f (x) ar da konkav vid max och konvex
vid min) eller en terrasspunkt (inflektionspunkt). Om
f"(a) = 0, sa kan vi inte (som vi sag ovan) avgora
om det ar en extrempunkt eller en terasspunkt. Vi
far da foljande regler:

Om f"(a) >0 | = Minimipunkt vid (a, f(a))

Oom f"(a) <0 | = Maximipunkt vid (a, f(a))

Max, min eller terrass vid

(a,f(a))

n J—
Om f"(a) =0 | = | pys, vi maste géra ett

teckenstudium for att
avgora

21

Exempel: Vi ger exempel av det tredje fallet da 2:a
derivatan ar noll vid eventuell extrempunkt eller
terrasspunkt. | alla dessa fall skulle vi behdva goéra
ett teckenstudium for att avgdra. GOR DET! och visa
att pastaendena nedan om minpunkt, maxpunkt och
terrasspunkt stammer.

Y
2
flz) = 2*
1
x, | f(x) =x* har
T el minpunkt vid (0,0)
och f"(0)=0
f'(x) = 4x3:

nollstalle vidx = 0

f"(x) = 12x2

L]y
)| o) = o'
g(x) = —x* har
maxpunkt vid (0,0)
och g"(0)=0
g'(x) = —4x3:

I
o

nollstalle vid x

g''(x) = —12x?

h(x) = x3 har

terrasspunkt vid (0,0)
och h"(0)=0

h'(x) = 3x2:
nollstalle vid x

I
o

h''(x) = 6x
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Exempel: Bestdm eventuella extrempunkter Vi kan nu skissa grafen till y = f(x):
och/eller terrasspunkter till funktionen
3 7Y

flx) =—x3 +Ex2 + 6x + 15
Stegl: f'(x) = —3x2+3x+6=-3(x%>—x—2) 5
Steg2: f'(x) = 0 ger )

2_x-2=0 -g-f I °
X X (p-g-formeln) fa) = e — 5244

1o, 1, e 1.8 :
YErE AT T2 aT 2 e *

A = (1.61,0.95)

Vifarattx; = —1lochx, = 2 7 P TR

Steg 3: Vi anvander 2:a derivatan istallet for

teckenstudium.
Exempel (Svar): f(x) = ax? + bx + ¢, ddra # 0 &r
f"(x)=—6x+3 en godtycklig andragradsfunktion. Visa att om a > 0

%= —1: f"(=1) = 9 > 0 = Minimum, dvs sa har kurvan en minimipunkt, och om a < 0 s3 har

Ymin = f(=1) = 11,5 b
extrempunkten har koordinaterna (— 727 C ™ E)
X, =2: f"(2) =-9<0 = Maximum,dvs |

kurvan en maximipunkt. Visa ocksa att

Ymax = f(2) =25 Steg1: f'(x) = 2ax + b

Steg 4: Steg 2: f'(x) = 0 ger att 2ax + b =Odvsx=—%

Lokal minimipunkt vid (—1, f (1)) = (—1;11,5)

Lokal maximipunkt vid (Z,f(Z)) = (2;25) Steg 3: f"'(x) = 2a (konstant, dvs oberoende av x)
Oma>0 = f"(x) =2a >0 = Minimipunkt

Exempel: Bestam eventuella extrempunkter till Oma<0 = f"(x) =2a <0 = Maximipunkt

f(x) = e* — 5x + 4, samt skissa dess graf.

""""""""""""""""""""""""""" Steg 4:

. f — X _

Steg1: /'(x) = e =5 Oma >0 = Minimipunkt vid (——, f (— )

Steg 2: f'(x) = 0 ger Oma < 0 = Maximipunkt vid (—%,f(— %})

e*—5=0 (+5 i bada leden)

x _ .
e* =5 (logaritmera) Extrempunktens koordinater:
x=1In5

(— o f(=52) =

R IO

Steg 3: Vi anvander 2:a derivatan
f"(x) =e*>0 = Minimumvidx =1In5

Steg 4: Funktionen har en global minimipunkt vid

A=(n5f(n5)) = (In5,eM°*-5In5+4) = (_Ea.b_z_b_z_H):

(In5,5—In55+4) = (In5,9 — In5%) 2a’" 4a* 2a

(1,6, 0,95) dvs b bz bz _
" 2a’4a 2a -

A=(n5,9—1n5%) ~ (1,6;0,95)

b b? 2b? b b?
—Z, - tc)=(-,c—2=) VSB
Steg 5: Skirningen med y-axeln: f(0) =e®+4 =5 ( 20’10 aa T C) ( 2a’ € 4a)
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Primitiva funktioner och Integraler
Primitiv funktion (det omvanda av derivata)

F(x) ar en primitiv funktion till f(x) om

F'(x) = f(x)

Exempel:
a) F(x) = x? &r en primitiv funktion till f(x) = 2x,
eftersom F'(x) = 2x = f(x)

2
b) F(x) = x? ar en primitiv funktion till f(x) = x,

eftersom F'(x) = 22_" =x = f(x)

2
c)F(x) = x? + 5 &r ocks& en primitiv funktion till
f(x) = x, eftersom F'(x) = x = f(x)

2
d) F(x) = x? + C, dar C ar en godtycklig konstant,
ger samtliga primitiva funktioner till f(x) = x.

Eftersom vi alltid kan addera en godtycklig konstant
C till en primitiv funktion F(x) (C droppar ju bort
nar vi deriverar F(x)), sa innebdr det att en funktion
har odndligt manga primitiva funktioner.

Exempel:

3
a) F(x) = % + 7 &r en primitiv funktion till

f(x) = x?, eftersom F'(x) = 33i2 =x? = f(x)

3
b) F(x) = x? + C, dar C ar en godtycklig konstant,
ger samtliga primitiva funktioner till f(x) = x2
Exempel:

a) F(x) = e* ar en primitiv funktion till f(x) = e”*,
eftersom F'(x) = e* = f(x)

b) F(x) = e* + C, dar C &r en godtycklig konstant,
ger samtliga primitiva funktioner till f(x) = e*
Exempel:

2x
a)F(x) = eT ar en primitiv funktion till f(x) = e?*,

2x
eftersom F'(x) = 267 =e? = f(x)

2x
b) F(x) = eT + C, dar C &r en godtycklig konstant,
ger samtliga primitiva funktioner till f(x) = e?*

23

Exempel: Bestdm samtliga primitiva funktioner till
1

fe)=%

Vi skriver forst om f(x) i potensform:
flx) = % = x~3. Vi far da att

-2
F(x) = x_—z + C, eftersom

(=2)x73 _

F'(x) =_—2—x‘3 = f(x)

Vi skriver om F(x):
-2

F) = 4 C=—stC
Ve TR T T e

Observera att f(x) ar en primitiv funktion till f'(x).

Vi kan generalisera vara exempel ovan sa att vi far
foljande tabell:

f(x) F(x)
0 c
1 x+C
n+1
x™ n#* -1 x +C
n+1
kx
kx e
e —+C
k

Notera att vi inte kan bestimma en primitiv
funktion till f(x) = x~! med metoden ovan, d&
ndmnareni F(x) blirnoll(n+1=-1+1=0).
Det ar forst i Ma 4 som vi kommer att kunna

bestdmma den primitiva funktionen till f(x) = x™1.

n+1
Exempel: Visa att F(x) = D;T +C,(n#-1)ger

samtliga primitiva funktioner till f(x) = x™

(n+1)xM+D-1
N

(Vi har anvéant deriveringsregeln att om en funktion
gx)=x% = g'(x) =ax?!,ddra=n+1)

=x" VSB
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Exempel: Bestam samtliga primitiva funktioner till

a) f(X) =3 b)f(x)=5x—4 c)f(x)=2e>*
a) Fx)=3x+C
b) F(x)zSsz—4x+C

) F(x) = 233”

+C

Exempel: Bestam samtliga primitiva funktioner till

a) f(x) =—-10x*+7x%2—x b)f(x) =3Vx

> 58
F(x)=—2x5+%—x7+C

b) f(x) = 3x% (f (x) i potensform forst!)
1 3

x2*t! 3x2 3
F(x) = +C=——+C=2x24+C
I, 3
2 2
Eller
F(x) =2xVx +C (VISA DET!)

Primitiva funktioner med villkor

Exempel: Bestdm den primitiva funktionen F (x) till
f(x) = 2e3* — x% sadan att F(0) = 0.

Vi maste forst bestimma samtliga primitiva

funktioner till f(x): F(x) = 2e33"

3
-Z+c
3

Villkoret F(0) = 0 ger

283'0 03
——4+C=0
3 3
2
§+C=O >C=—=
263x x3
Dvs, F(x) = T3 3

Nar en kropp ror sig langs en linje sa kan dess lage
s meter (fran en vald origo) anges som en funktion
av tiden t sekunder: s(t)

24

Kroppens hastighet v m/s som funktion av tiden t s
ar derivatan av s(t):

v(t) =s'(t)

s(t) ar da en primitiv funktion till v(t).

Kroppens acceleration a m/s? som funktion av tiden
t s ar derivatan av hastigheten v(t), eller andra
derivatan av s(t):

a(t) =v'(t) =s"(t)

v(t) ar da en primitiv funktion till a(t).

Exempel: En kropp ror sig langs en réat linje och dess
lage s meter som funktion av tiden t sekunder ges
avs(t) = 10 + 15t — 2t2. Bestam

a) kroppens lage fran borjan (dvs, nar tidrakningen
borjar).

b) kroppens hastighet fran boérjan.

c) kroppens hastighet efter 5,0 sekunder.

d) kroppens acceleration som funktion av tiden.

a) Kroppens lage fran bérjan ges av s(0) = 10. Dvs,
kroppens lage dr +10 m fran origo.

b) v(t) = s'(t) = 15 — 4t, vilket ger att
v(0) = 15. Dvs, kroppens hastighet fran bérjan
ar +15 m/s (kroppen ror sig i positiv riktning).

c) Hastigheten efter 5,0s: v(5) = 15—4-5 = —5,
Dvs, kroppens hastighet efter 5,0 s &r —5 m/s.
Kroppen har alltsa vant och den ror sig i negativ
rikning med 5 m/s.

d) a(t) = v'(t) = —4. Dvs kroppens acceleration
ir konstant pd —4 m/s.

Exempel: En kropps acceleration a m/s? ges av
a(t) = 2,04+ 0,5t dart artiden i sekunder.
Bestam kroppens hastighet v(t) om kroppen har
fran borjan en hastighet pa —10 m/s.

v(t) ar en primitiv funktion till a(t). Vi far:

_t2 t2
+C=20t+_+C

’

v(t)=20-t+

Villkoret v(0) = —10 ger att C = —10. Dvs
tz
v@)=2+20¢—10
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Integraler

Man kan anvanda integraler for att bland annat
berdkna arean mellan en kurva och x-axeln. Vi ska
anvanda denna relation for att definiera begreppet
integral.

| figuren nedan ser du den markerade arean mellan

kurvan f(x) = —%xz + x + 3 och x-axeln mellan
x = —1 och x = 5. Hur ska vi bestdmma arean?
sy
’ flx) = —7;1:2+;1:+23

Vi borjar forst med att uppskatta arean genom att

dela in den i rektanglar som i figuren nedan. Vi har

delat in intervallet —1 < x < 5 3 lika stora
_5-C1 _

delintervall med bredden Ax = b_Ta = 2.

Alla rektanglar har da en bas pa 2 langdenheter.
sy

5

1 5
flz) =+~ 1;1:‘) +r+3
4 T~

{ho :

hy ; thg

Hojden h l.e. av rektanglarna ar lika med
funktionens varde f(x) i mitten av intervallet (som
i figuren markerats med x4, x, och x3):

hy = f(x1), hy = f(xz) och hy = f(x3)

Vi kan nu uppskatta arean A areaenheter av
omradet genom att addera arean av rektanglarna:

25

A= f(x)) Ax+ f(xz) Ax+ f(x3) Ax =
FO)-24F(2) 2+ f(4)-2=1999

Dvs arean ar ca 20,0 a.e.

Vi kan fa ett battre varde genom att dela in
intervallet i flera delintervall. Om vi delar in
intervallet i N delintervall sa far vi att

A= f(x) Ax+ f(xy) Ax+ -+ f(xy) " Ax

. b— .
Dar Ax = Ta Genom att anvanda summatecknet

%, kan vi skriva summan ovan pa ett enklare satt:

N
A= ) f(x)-Dx
2

Med N = 30 farviattAx = 0,2 och A =~ 19,5:

oy

5

£

Ax =0.2

S|
I
|
—
.
N
o
[
o

Det exakta vardet pa A far vi genom ett gransvarde

, b— N
dér N — oo (notera att Ax = Ta - 0 ndrN - o):

N
A= lim Z Fx) - Ax
i=1

Detta gransvarde kallas for integralen av f(x) fran
x = a till x = b och betecknas som nedan:

N b
lim Y pe) - ax = [ 760 dx
i=1 a

f ar integraltecknet, a ar nedre
integrationsgransen, b ar ovre integrationsgransen
och f(x) ar integranden. dx anger att vi integrera
med avseende pa variabeln x.
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Eftersom integralen dr en summa av termer pa
formen f(x;) - Ax, sd innebdar det att om kurvan ar
under x-axeln kommer f(x;) att vara negativt och
darmed kommer f(x;) - Ax att vara negativt. Dvs,
de rektanglar som ar under x-axeln bidrar negativt
i summan. | exemplet nedan kommer

f(x7) - Ax + f(xg) - Ax + f(x9) - Ax, att bidra
negativt.

1
flx) =— 1:1:2 —0,5x+3

~
2
1
&
2 -1 0 1 2 3 5
a=0 b=4

Om arean av omradet ovanfor x-axeln dr A; a.e. och
under x-axeln A, a.e. sa ar integralen

4
[ redx=a, -4,
0

sy
1
flz) =— 1:1:2 —0,5x+3

A

a
a=_? Ay b=4

26

Man kan berdkna integraler med hjalp av ett digitalt
verktyg som GeoGebra:

N

@ f(x) = —%x2—0.5x+3

e

a = Integral(f,0,4)

)

— 2.67

Exempel: Figuren nedan visar grafen till y = f(x).
Bestdm f_71f(x) dx.

Om vi betecknar storleken av areorna enligt figuren
nedan far vi att

7
ff(x)dx=A1+A2—A3 =9+45-2=115
-1

Observera att en integral har i allmédnhet ingen
enhet. Dvs svaret pa uppgiften dr 11,5 och inte
11,5 a.e.
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Integraler och primitiva funktioner

Vi har definierat vad en integral ar, men hur
beraknar vi den? Det gor vi med hjalp av primitiv
funktion:

Integralkalkylens fundamentalsats

Om F(x) ar en primitiv funktion till f(x) sa ar
b
[ r@ ax = F) - @ = (PG

[F(x)]% ar en forkortning av F(b) — F(a)

Bevis (svar): Vi vill bestamma

b
I=ff(x)dx

Vi byter nu variabel och ersétter b — z. Vilater nu a
vara en konstant men vi varierar z sa att I blir en
funktion av z:

I1(z) = jf(x) dx

by

a z

Det féljer fran ovan att I(a) = 0.

Vi ska forst visa att [(z) &r en primitiv funktion till
f(2).Dvs I'(z) = f(z). Fran derivatans definition

I(z+ h)—1(2)

I'(z) = ;li_l’}(l) A

far vi, for sma varden pa h, att

- 1(z+h)-1(2)

I'(z) ~ 1

(multiplicera med h)

Al=1z+h)—1(z)=I'(z)"h

27

| figuren nedan ar det rodmarkerade omradet lika
med Al = 1(z + h) — I(2).

hy

y = f(r)

i

a z =z+h

Men for sma varden pd h ar Al ungefar lika med den

markerade rektangelns area i figuren nedan:

Ay

y=f(x)

f(z)

P

a z z+h

DvsAl =1(z+h)—1(z) = f(z)-h
Vi har tidigare visat att Al = I'(z) - h och vi far att

I'(z) = f(2)

Det betyder att I(z) ar en primitiv funktion till f(z).
Om F(z) ar en primitiv funktion till f(z) sa ger
F(z) + C, dar C &r en konstat, samtliga primitiva
funktioner till f(z). Vifar att

I(z)=F()+C

1(z) maste uppfylla villkoret I(a) = 0 vilket ger

0=F(a)+C = C=—F(a),dvs
I(z)=F(z)—F(a)=jf(x)dx

Vi satter nu tillbaka z = b och far att

b
F(b) — F(a) =ff(x) dx VSB
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Exempel: Berdkna integralerna

a) f_32(2x +4)dx b) f02e3xdx c) f_zz(x2 — 2x)dx

3
a) f(Zx +4)dx = [x? + 4x]3,

-2
=32+4-3—-((-2)*+4(-2))
=21-(-4) =25

Glom inte den roda parentesen.

3 3

8 8
SRNEY
_8 8 _16
—§—4+§+4—?

3 3

1 1

[ ax = [ amax = (=t = [0

1 1
I DO N SN
BT

28

Exempel: Bestdm arean av det markerade omradet.

Ay
flx)=—a2>+6x—5

Vi maste forst hitta integrationsgrinserna, som ges

av nollstéllena till funktionen f(x) = —x? + 6x — 5
—x24+6x—-5=0 (bryt ut —1)
—(x?—6x+5)=0

x2—6x+5=0 (p-g-formel)

x=3++32-5=3+2>x,=1,x,=5

y
flx) = —2246r—5

| 0 / ? 3 4 \ B

Vi kan nu rékna arean 4 a.e. av omradet

5
3

x
A= f(—xz + 6x — 5)dx = [—?+3x2 —5x]3
1

= 53+3 52-5-5 13+3 12 -5-1
-3 3

_ 32
3
. 32
Arean ar—-ae~ 10,7 a.e.
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Exempel (svar): | figuren nedan ser du grafen till
y = f(x). Bestdm med hjalp av figuren

9
D) [ e

1
b) konstanten b s3 att

b
ff’(x)dx =0
1

Iy

=16

a) f(x) ar en primitiv funktion till f'(x). Vifar da
att:

9
f F1G)dx = [fG)]) = £9) — f1) =52 =3
1

b) Pa samma satt somi a):

b
f Frdx = f(b) — fF(1) = f(B) —2 =0
1

Dvs, f(b) = 2. Fran figuren ser vi att det finns tva
[6sningar:

b1=50Chb2=8

29

Om s(t) ar en kropps lage s meter som funktion av
tiden t sekunder s ar s'(t) = v(t) kroppens
hastighet v m/s som funktion av tiden t s. Vi har
forut noterat att s(t) ar da en primitiv funktion till
v(t). | figuren nedan ser vi grafen till v(t) (kallas for
v — t —grafen).

by

v(t)

NS
ty tZ

Arean under v — t —grafen mellan tiden t; och t,
ger forflyttningen As = s(t,) — s(t;) av kroppen
under tidsintervallet, eftersom

ty

t

[ vode = 15@182 = 5 - s

ty

Exempel: En kropp ror sig med hastigheten

v(t) = t2, dar v arim/s och t i sekunder. Bestdm
dess forflyttning de tre férsta sekunderna.
___________________ G TR

t3 33
As = s(3) — s(0) =ft2dt=[?]8 =?—0 =9
0

Dvs, kroppen forflyttade sig 9 m under de tre forsta
sekunderna.
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Trigonometri
Trigonometri med ratvinkliga trianglar

Triangeln ABC nedan ar ratvinklig eftersom vinkeln C
ar 90°. Vi anvander beteckningen att mitt emot
vinkel A star sida a, osv..

Vi har i Malc definierat sin 4, cos A och tan A:

B
sind = —
b
¢ a CosA =—
c
tan A a4
nd =-
b ) b
A C

Fran de tva forsta formlerna far vi att:
a=c-sind och b=c-cosA

Insattning i den tredje formeln ger att:

a c-sinA sind

tand =—= =
an b c-cosA cosA
Dvs. tan A a sinA
s,tand =— =
M b cosA

For en ratvinklig triangel galler Pythagoras sats:
c? =a®+ b?

Vi ska kunna bestamma obekanta sidor och vinklar
fran Malc. Vi repeterar med nagra uppgifter.

Exempel: Bestdm sidan x i trianglarna.

30

b)

Lésning:

tan 62° = 5x_z (16s ut x)

x = 52tan 62° =~ 97,8

x =98 cm

Losning:

34° = —
cos 72
x = 74 cos34° = 61,3

x=61m

Exempel: Bestam vinkeln u i trianglarna.

a)

(cm)

51 47

Losning:

47
smu—51

in-127 67,12°
u=sin""— = 67,
51

u=67°

a) Lésning:
(cm) B 20
sin51° = ~ (16s ut x)
v _ 30 39,16
30 | * T Sins0°
x =39cm
51 ]
A C

b

)
(cm)
33
(!
49

Losning:

g = 33
anu—49

33
u= tan‘1E ~ 33,96°

u = 34°
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Sammanfattning Ma3c

Enhetscirkeln

Vi vill bestdmma obekanta sidor och vinklar for
godtyckliga trianglar ABC:

Men varken Pythagoras sats eller formlerna
sin4 = %, CosA = % ochtanA = % galler for
godtyckliga trianglar. Sa vi behover hitta nya formler

som galler for alla trianglar och inte bara for
ratvinkliga trianglar.

Vinklarna i ratvinkliga trianglar ar < 90°, men
godtyckliga trianglar kan ha en trubbig vinkel u
(90° < u < 180°). Sa vi behover definier

sinu, cosu och tan u for vinklar som &r stérre an
90°. Det gor vi med hjalp av enhetscirkeln.

Vi borjar med en ratvinklig triangel vars hypotenusa
har langden 1 |.e. Det gbr vi genom att rita in den i
en cirkel med radien 1 l.e. (enhetscirkel):

b

W

. a a b b o
Mensmv=—:—=a,ochcosv=—=—=b Sa
c 1 c 1

det betyder att punkten P = (cos v, sinv). Dvs
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cos v ar x-koordinaten av punkten P och sinv ar y-
koordinaten av punkten P.

Men pa enhetscirkeln &r vi inte begransade att ha
vinkeln v < 90°. Vinkeln v, som ridknas fran den
positiva x-axeln moturs, kan nu ha vilket varde som
helst. Darmed kan vi definiera cos v som x-
koordinaten, och sin v som y-korrdinaten av P:

Ay

P = (cosv,sinv)

v X

Exempel: Uppskata med hjalp av figuren nedan

sin127°, cos127° ochtan127°.

AY
P = (cosv,sinv

------ y--- 48

[
1
i
| 0.6
|
i
l

Avlasning ger att
sin127° = 0,8 och cos 127° =~ —0,6. Vi far da att

e SIN127° 08
an T os127° =06

-1,3
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Sammanfattning Ma3c

Trigonometriska ekvationer

Fran enhetscirkeln far vi féljande egenskaper och
samband:

1) Punkterna C och D i figuren nedan har samma y-
koordinat. Vinkeln v motsvarar punkten D och
vinkeln 180° — v motsvarar punkten C. Det
betyder att:

sinv = sin(180° — v)

AY

0.6

04

0.2
v

¥ X

1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08
-0.2

-04

-0.6

-0.8

2) Punkterna G och H i figuren har samma
x-koordinat. Vinkeln v motsvarar punkten G och
vinkeln 360° — v motsvarar punkten H. Det
betyder att:

cosv = cos(360° —v)

4y

¥ X

32

3) cosv< 0for9a0° <v<270°
sinv < 0 for 180° < v < 360°

4)
sin(0° = cos 0° =
sin90° =1 c0os90° =0
sin180° =0 cos180° = —1

5) =1 <sinv<1och —1<cosv<l1
= Att exempelvis ekvationerna sinv = 1,3 och
cosv = —1,2 saknar l6sningar.

Exempel: Los féljande trigonometriska ekvationer i
intervallet 0° < v < 360°.

a) sinv=0,70 b)cosv=10,40

a) Fran egenskap 1) till vanster och motsvarande
figur har vi att sinv = sin(180° — v), vilket betyder
att vi far tva lésningar. Fran Malc kunde vi fa 1:a
[6sningen:

v; =sin710,70 = 44,43°

Men nu far vi en 16sning till:

v, = 180° —v; = 180° — 44,43° = 135,57°
Svar: vy = 44,4° ochv, = 135,6°

b) Fran egenskap 2) till vanster och motsvarande
figur har vi att cos v = cos(360° — v), vilket
betyder att vi far tva lésningar. Fran Malc kunde vi
fa 1:a 16sningen:

v; = cos™1 0,40 = 66,42°
Men nu far vi en 16sning till:
v, = 360° — v, = 360° — 66,42° = 293,6°

Svar:v; = 66,4° ochv, = 293,6°

Notera att vinklarna i en godtycklig triangel ar i
intervallet 0° < v < 180°, och samma galler for de
tva I6sningarna till ekvationen sinv = a. Detta
kommer att visa sig vara viktigt nar vi bestdmmer

vinklar och sidor i godtyckliga trianglar.
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Sammanfattning Ma3c

Cirkelns ekvation

| figuren nedan ser du en cirkel med radien r och
medelpunkten (xg, o). En punkt pa cirkeln har
koordinaterna (x, y). Vad ér cirkeln ekvation? Dvs,
vad finns det for relation mellan x och y for de
punkter som ligger pa cirkeln?

I
(x,y)

Vi ritar in en ratvinklig triangel enligt figuren nedan.

Vi kan nu anvanda Pythagoras sats, som ger oss
cirkelns ekvation:

(x=x0)*+(y —yp)? =17

Exempel: En cirkel har sin medelpunkt i punkten
(—=2,3) och har radien 5 l.e.

a) Bestdm cirkelns ekvation.
b) Ligger punkten (3,4) pa cirkeln?

a) Insattning av (xg,vy) = (—2,3) samtattr =51
cirkelns ekvation ger:

(x=(=2))*+(-3)? =5

33

(x+2)2+(y—-3)2=25

b) Punkten (3,4) ligger pa cirkeln om ekvationen
(x +2)? + (y —3)% = 25blirsann férx = 3
och y = 4. Insattning ger:
VL=0B+2)2?+4-3)?2=52+12=26+HL

Punkten (3,4) ligger inte pa cirkeln.

Exempel: Bestdm radien och medelpunkten for
cirklarna med ekvationerna

a) (x+5)32+(y—2)2=16

b) x2 + (y+7)2 =10

c) x2—4x+y*+6y—-3=0

Vi skriver om ekvationerna pa formen

(x — x0)% + (y — y9)? = r? och sedan identifierar
(x0,¥p) och .

a) (x+5)32+(y—2)2=16
(x—(=5))*+(y—-2)?=4°
Dvs, (xg,Vo) = (—5,2) ochr = 4.

b) x2+ (y+7)2 =10
(x— 02 + (y— (=7) = (V0)°
Dvs, (X, ¥) = (0,—7) och r = v/10.

c) Vibehover forst kvadratkomplettera x? — 4x

och y? + 6y med hjalp av kvadreringsreglerna
(a £ b)? = a? £+ 2ab + b?. Allmint giller:

2 2
e ste= (e 0] -9
Vi far da att:
x?—4x=(x—-2)> -4
y2+6y=(y+3)?%-9

(Visa det!)

Vi skriver nu om

x? —4x+y*+6y—3=0:
(x—2)?2—4+(y+3)2-9-3=0
(x—2)+(y+3)?-16=0

(x =22+ —(-3))*=4?

Vi far att (xq,vy) = (2,—3) ochr = 4.
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Sammanfattning Ma3c

Trigonometri med godtyckliga trianglar

Areasatsen

Vilken information behoéver vi ha av triangeln ABC,
for att kunna bestdmma dess area?

B Vi vet att

basen - héjden

c a Arean = >

A b C

En triangel har tre héjder. Om vi nu drar en hojd h
fran B till sidan b, som i figuren nedan, sa ar

B b-h
Arean = -

Fran den vanstra ratvinkliga triangeln far vi att
. h .
sinA=— =>h=c-sind
c

Insattning av h i formeln for arean ger areasatsen:

b-c-sinA

A =
rean 5

Dvs, om vi vet tva av triangelns sidor samt

mellanliggande vinkel, exempelvis b, ¢ och A, sa kan

vi rdkna ut triangelns area.

Exempel: Bestam arean (cm)
av triangeln.
6.4
51°

Areasatsen ger att

6,4-7,0-sin51°
2

Arean = cm? = 17,4 cm?

Svar: Arean ar 17 cm?

34

Exempel: En triangel har en area pa 16 m?, och tva
av sidorna ar 4,7 m respektive 8,4 m. Bestdm
mellanliggande vinkel.

Lat u beteckna mellanliggande vinkeln av sidorna.
Areasatsen ger en ekvation for vinkeln u:

4,7-8,4-sinu
16:# (16s utsinu)
nu = — 20 < 08105
sinu = 2784~

Vi har fatt en trigonometrisk ekvation som i
intervallet 0° < u < 180° har tva l6sningar:

u; =sin"10,8105 ~ 54,14°

u, = 180° —uy = 180° — 54,14° = 125,9°

47

125.9°

8.4

Vi far tva olika trianglar med mellanliggande vinkeln
54,1° respektive 126°.
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Sammanfattning Ma3c

Sinussatsen

A b Cc

Eftersom en triangel har tre olika hojder kan vi med
hjalp av areasatsen fa arean pa tre olika satt:
b-c-sinA a-b-sinC c-a-sinB

2 2 2

Vi multiplicerar nu alla led med 2 och far att
b-c-sinA=a-b-sinC =c-a-sinB
Videlarnuallaledmeda-b - c:

b-c-sinA_a-b-sinC_c-a-sinB

a*b-c a*b-c a*b-c

Vi forkortar och far sinussatsen:

sinA sinC sinB B
a c b

Eller ¢ a
a b c

sinA sinB sinC

En triangel har 6 st obekanta: Vinklarna 4, B och C
samt de tre sidorna a, b och c. Vad ar den minsta
information vi behdver ha av en triangel for att
kunna bestdmma — med hjalp av samband mellan
variablerna, som sinussatsen och vinkelsumman i en
triangel —alla dess vinklar och sidor?

Vinkelsumman A + B + C = 180° bidrar med en
ekvation. Sa om vi vet tva vinklar sa vet vi dven den
tredje.

Sinussatsen bidrar med tva oberoende ekvationer:

sin4A sinC sinC sinB
= och =
a c c b

Vi har alltsa sex obekanta och tre ekvationer. Vi
behover ha information om tre av triangelns
obekanta for att kunna bestamma resterande tre.
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Det finns fyra olika fall for vilken kombination av tre
obekanta vi behéver ha information om:

A C A

Tva vinklar och en sida Tva sidor och motstaende

vilken som helst vinkel till en av dem

A b b

Tva sidor och mellanliggande | Tre sidor
vinkel

Med sinussatsen och vinkelsumman kan vi

bestamma en triangel helt for de tva dversta fallen.
For de tva understa behdver vi en sats till, ndmligen
cosinussatsen, som vi aterkommer till.

Exempel: Bestdam alla

vinklar och sidor for (cm) A9
triangeln. '
46° 62°
Vi infér beteckningar B
enligt figuren. (cm)
¢ a=49
Vi kan bestamma sidan
¢ med sinussatsen: A 46° 62°
b C
c a a-sinC 4,9sin62° 6.01
= =>C = = = 0,
sinC sind sin A sin 46°

Fran vinkelsumman far vi att B = 72°. Vikan nu
bestamma b fran sinussatsen:
b a a'sinB 4,9sin72°

sinB sind b sin A sin 46° 6,48

Svar:c =6,0cm, b =65cmochB = 72°

Georgios Theodoridis Anna Whitlocks gymnasium



Sammanfattning Ma3c

Exempel: En av vinklarna i en triangel dr 49°, och
sidan som star mitt emot vinkeln &r 15 cm.
Ytterliggare en sida dr 19 cm. Bestam alla vinklar
och sidor for triangeln.

Vi skissar forst triangeln
grovt och infor
variabler.

Vi kan bestdamma vinkeln C med sinussatsen. Enklast
— eftersom vi soker en vinkel — &r att anvanda
sinussatsen pa formen:

sinA sinC c-sindA 19 -sin49°
= =sinC = =
a c a 15

~ 0,956

Dvs, vi har en trigonometrisk ekvation:
sinC = 0,956
Men den ger tva l6sningar:

C, =sin™10,956 =~ 72,94°
C, = 180° — C; = 180° — 72,94° ~ 107,1°

Vi far en spetsig triangel dar C; = 72,9°, och en
trubbig triangel dar C, = 107,1°:

49°
16.9 8.1

Vinkel B och sidan b kan bestdmmas med
vinkelsumman och sinussatsen. Kontrollera att
vardena ovan stammer.

Det ar det har andra fallet som ar mest komplex och
som bl.a. kan ge tva |6sningar som i exemplet ovan.

Men det kan ocksa ge bara en [6sning, inga

I6sningar eller falska I6sningar. Vi tittar pa nagra

exempel:

36

Exempel: Samma som i exemplet ovan, utom att
sidan som star mitt emot den kdnda vinkel (49°) ar
13 cm. Den andra sidan ar 19 cm som foérut.

| figuren har vi skissat
grovt pa hur det skulle
kunna se ut. Precis som i
forra exemplet far vi en

ekvation for vinkeln C:

c-sind _ 19 - sin49°
a 13

1,1

sinC =

Men ekvationen sin C = 1,1 saknar lI8sningar da

—1 < sinv < 1. Varfor har vi inga l6sningar?
Obsevera att

) c-sinA h
sin€C = —=—
a a
diarh = c-sinA = 19 -sin49° = 14,3 &r hojden av

triangeln:

e Man ser fran figuren att
om a < h sa kan man inte
bilda en triangel.

Matematiskt far vi da att

. h . .
sinC = - > 1, vilken saknar I6sning.

OMenoma=h,férviattsinC=%=1 =

C = 90°, dvs en |8sning dar triangeln ar ratvinklig.
e Vi far tva I6sningarom h < a < ¢ = 19.

e Vi far en I6sning om a = ¢ = 19. Om exempelvis
a = 24 farvi:

Vi ser nu grafiskt att
vi inte kan fa tva
[6sningar.

4 3r°

Matematiskt far vi
attsinC = C'S;nA = 1952“;490 =~ 0,597 vilket ger att
Cy = 36,7°och C, = 143°. Men bara C; = 37° ger
en lésning. C, = 143° ger ingen 16sning, da redan
vinkelsumman A + C = 49° + 143° > 180°.
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Sammanfattning Ma3c

Cosinussatsen

A b C

Cosinussatsen ar en generalisering av Pythagoras

sats, som galler for godtyckliga trianglar. Vi ska inte
bevisa den hér, utan bara formulera den:

c? = a?+b?—-2ab-cosC

Notera att sidan ¢ star ensam kvadrerad pa ena
sidan, och att dess motstaende vinkel C finns i cosC
pa andra sidan.

Observera ocksa att om C = 90° (dvs, vi far da en
ratvinklig triangel) sa forsvinner termen
—2ab - cos C, eftersom cos 90° = 0. Vi far da

Pythagoras sats: ¢ = a? + b?.

Naturligtvis géller ocksa

a® =b%+c%2—2bc-cosA

b? =c?+a? —2ca-cosB

Som vi ndmnt forut sa kan vi inte I6sa foljande tva
fall med sinussatsen. Men det kan vi med
cosinussatsen.

A b b

Tva sidor och mellanliggande | Tre sidor
vinkel

Om vi exempelvis forsdker anvanda sinussatsen i
fallet till vanster far vi att

c a

sinC sind

Men bade a och C ar obekanta. Vi har en ekvation

och tva obekanta. Vi kan inte bestamma dem!
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Exempel: Bestdam alla (cm)
vinklar och sidor i
triangeln.

70°

Vi infor variabler enligt
figuren. Vi ser ocksa fran

_ a
figuren att det bara kan =13

finnas en |8sning. 708

Vi bestimmer a med hjalp A b=16
av cosinussatsen:

a’?=13%+16%—-2-13-16-cos70° =~ 282,72
~ 16,81

Nu har vi alla sidorna. Vi behéver bestamma
vinklarna B och C. Vi kan anvanda cosinussatsen
eller sinussatsen. Enklast ar om vi kunde anvédnda
sinussatsen (cosinussatsen kraver flera rakningar.
Proval). Men sinussatsen ger tva I6sningar: En
spetsig och en trubbig vinkel. Vilken ska vi valja?

Den stoérsta vinkeln i en triangel dr mitt emot den
storsta sidan (vi kommer inte att visa detta, men
det verkar intuitivt korrekt). | en triangel kan det
dessutom bara finnas en trubbig vinkel.

| vart fall &r a = 16,8 den storsta sidan. Darmed ar
vinkel A = 70° den storsta vinkeln i triangeln. Det
foljer da att bade B och C maste vara spetsiga. Dvs,

fran sinussatsen valjer vi bara den spetsiga

[6sningen:

sinB sin70
16 16,81

= sinB = 0,8944

Vifar att B = 63,43°. Med vinkelsumman kan vi nu
bestamma C = 180° — A — B = 46,6°.

Vi far da triangeln:
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Sammanfattning Ma3c

Exempel: En triangels sidor &r 10 cm, 14 cm och
18 cm. Bestam triangelns vinklar.

Vi ritar triangeln grovt B
och infor variabler.
. a=18
Man inser att, om det . _ 10
finns en 16sning, sa
finns det bara en.
- A b—14 C

Vi behover i forsta steget anvanda cosinussatsen for
att bestdmma en av vinklarna.

Vi kan anvanda cosinussatsen igen for att bestamma
ytterliggare en vinkel. Men enklast ar att i andra
steget anvanda sinussatsen da den kraver mindre
rakningar. Men vi far da tva lésningar: en trubbig
och en spetsig. Vilken ska vi valja? En triangel kan ha
max en trubbig vinkel. Finns det en trubbig vinkel sa

maste den ligga mitt emot den stérsta sidan.

Klokast &r da att anvanda cosinussatsen i forsta
steget och bestamma triangelns stdrsta vinkel. Nar

vi anvander sedan sinussatsen i andra steget sa
behover vi bara den spetsiga I6sningen.

Vinkel A &r storst da den ligger mitt emot stérsta
sidan a = 18 cm. Cosinussatsen ger:

182 =102 +142—-2-10-14-cos A
324 =296 — 280 -cosA (vildser ut cos A)
cosd =—-0,1 = A = 95,74°

Observera att ekvationen cos A = —0,1 har bara en
[6sning i intervallet 0° < A < 180° (som &r relevat
for trianglar).

Sinussatsen ger for exempelvis vinkeln B:

sinB  sin95,74° n B = 0.7739
= = ~
14 18 sl ’

B = 50,71° (spetsiga l6sningen)
Vinkelsumman i triangeln ger att C = 33,55°

Vi far triangeln:
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Exempel: En triangel har sidorna 5,0 cm, 6,0 cm och
12 cm. Bestam triangelns vinklar.

For att det ska finnas en majlig triangel sa maste
den langsta sidan av triangeln vara mindre an
summa av de tva andra sidorda (varfor?). Men i vart
fallar 12 > 5,0 + 6,0. Dvs det finns ingen triangel
med de angivna sidorna.

Vi har tidigare sagt att
man anvander

sinussatsen for att |6sa c 3
uppgifter som i figuren
till hoger. A

Men man kan dven Tva sidor och motstaende

. . vinkel till en av dem
anvanda cosinussatsen.

Vi l6ste tidigare pa s 35 nedanstaende uppgift med
sinussatsen och fann att det fanns tva losningar. Vi
[6ser samma uppgift genom att istdllet anvanda
cosinussatsen i forsta steget.

Exempel: En av vinklarna i en triangel dr 49°, och
sidan som star mitt emot vinkeln ar 15 cm.
Ytterliggare en sida ar 19 cm. Bestam alla vinklar
och sidor for triangeln.

Vi infor variabler enligt
figuren.

Vi anvander cosinussatsen

for att bestamma b:

152 =b% +192—2-b- 19 cos49°
225 =b%*+361—b-24,93
b?—2493-b+136=0

Vi far alltsa en andragradsekvation fér b som ger tva
I6sningar: b; = 8,1 och b, = 16,9. Samma |I6sningar
som vi fick férut med sinussatsen.

Man kan sedan fortsatta med sinus- eller
cosinussatsen for att bestamma vinklarna.
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